3.8 Déterminants de Cauchy, de Gram et théoréme de Miintz (149, 201, 206, (209))
[19] [20]

Je me suis rendu compte que, étant donné que le développement sur les matrices circulantes et les suites de
polygones est vraiment bof & mettre dans la legon déterminant, il me manquait un développement dans cette legon...
Heureusement, j’ai trouvé ce beau résultat de densité a la Weierstrass, mais avec moins de polynoémes, qui utilise

les déterminants de Gram et de Cauchy! Le recasage est vraiment pas top mais c’est pas ce qui m’intéresse la.

s a

Théoréme 3.28 (Miintz). Soit (v, )nen une suite strictement croissante de réels positifs (resp. une suite
strictement croissante de réels positifs telle que g = 0 et dont la limite est strictement supérieure a 1).

Notons V' le sous-espace vectoriel de €°([0, 1], R) suivant :
V = Vect ({z — z%*, n € N}).
Alors V' est dense dans (4°([0,1],R), || - [[2) (resp. dans (€°([0,1],R), || -|lo)) si et seulement si la série

> i diverge.

\. J

Dans la preuve de ce théoréme nous aurons besoin de deux résultats utilisant les déterminants. Le premier étant

le calcul des déterminants de Cauchy :

Proposition 3.29 (Déterminant de Cauchy). Soit K un corps de caractéristique 0, soit n € N* et soient
(a1y...yap), (b1, ..., b,) € K™ vérifiant :

v(i,5) € [1,n]?, a;+b; #0.

Alors, on a :

IT (e —a)®;—b)
1 1<i<j<n
det ( ) ) = ——
( a; + bj 1<4,5<n H (ai + bj)

1<i,g<n

\. J

Démonstration. Notons A,, le déterminant a calculer. On va raisonner par récurrence sur n. On a déja, pour n =1 :

_ 1
_a1+b1'

7AN|

Le résultat est alors initialisé pour n = 1. Prenons donc n > 2. Le but va étre d’effectuer des opérations sur la
derniére ligne pour pouvoir développer le déterminant facilement. On remarque déja que si les a; ne sont pas deux
a deux distincts, alors le déterminant est nul et la formule est vérifiée. Dans le cas contraire, on remarque qu’en

effectuant l'opération :
n

L, —— Z \L;

=1

ol Ay,..., A\, € K et A\, # 0, on obtient la matrice :

_1 . 1 1

a1+b1 a1+bn—1 a1+bn
1. 1 1
an—1+b1 an—1+bn_1 an—1+bn

R(b)) -~ R(bn_1)  R(bn)
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ol R est la fraction rationnelle :

R= .
Z X +a
=1
Etant donné que les a; ont été choisis deux a deux distincts, on peut modifier les A\; pour obtenir n’importe quelle

Q(X)

n

H(X + ai)

=1

fraction rationnelle de la forme :

que lon veut! C’est la décomposition en éléments simples (on doit tout de méme imposer que @ soit de degré
strictement inférieur a n)! Quelle fraction rationnelle pourrait étre intéressante pour poursuivre le calcul ? Une
fraction telle que R(b;) = 0 pour tout ¢ € [1,n — 1] ! Prenons donc :

|
—

n

(bi — X)

=
[
i

(X—I—ai).

—.

@
Il
—

On peut alors avoir une expression explicite pour nos \; :

n—1
1T +ax)
Vk e [1,n], A=t #0.
(ai — ax)
i=1
ik

Il est donc licite d’effectuer les opérations élémentaires plus haut et on a donc :

1

ai1+by
1 .
Ap=—] °
n X, 1
an—1+b1
0

n—1

H (ai —ay)

i=1

1 1 n—1
a1+bp_1 a1+by (bi _ bn)
: : _ R(bn)A _ =1
= n—l =
1 1 An n
an—1tbn_1  an—1+bn H(bn + ai)
0 R(bn) i=1

On a alors, par hypothése de récurrence :

ce qui est bien le résultat souhaité!

Le deuxiéme résultat concerne les déterminants de Gram :

N—_—

n—1

H (bs + an)

=1

Alors on a :

associée aux vecteurs xq, .

en). On rappelle que, pour une famille de vecteurs (z1, .

.., Zm la matrice ((z;,z;))

Ve e F,

Proposition 3.30 (Déterminants de Gram et distance & un sous-espace). Soient (E, (-, -)) un espace préhil-

bertien réel ou complexe et soit F' un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie, dont une base est notée

1<i,jsm?
G(er,...,en,T)
d F 2 — 9 9 9
(x7 ) G(ela"'uen)

.., Zm) € E™, on appelle matrice de Gram

et on note G(z1,...,%,) son déterminant.
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Remarque 3.8.1. Le déterminant de Gram G(x1,...,x,) s’annule si et seulement si la famille (x4, ...

liée. En effet, ce déterminant est nul si et seulement si :

I, An) € KM\ {(0,...,0)}, Vj € [1,n], Z)\i@cj,mi) =0.

Si la famille (xy,...,x,) est liée, alors :

I, ) €K™\ {(0 Zml—o

Ainsi, en prenant le produit scalaire contre x; on a bien :

I, ) € KN\ {(0,...,0)}, Vj € [1,n], <xj,Z)\:cl>—Z (xj,x5) = 0.
i=1

Réciproquement, le fait que :

A1, ) €KPN{(0,...,00}, Vi€ [Ln], Y iy, a) =0,
i=1
implique :
(A1, ) € KM\ {(0 NAi(zj, z:) =
j=11i=1
et donc :

AL, A) € K™\ (0, =0

n 2
E i
i=1

ce qui donne :

I, ) €K™\ {(0 Zxxz—o

Démonstration. En notant prp : E — F' la projection orthogonale sur F', on sait que, pour z € E, on a :

d(z, F)* = ||z = pr(2)]*.

Notons y le vecteur pp(z) et z le vecteur © — pp(z) =  — y. On remarque alors que :

(e1,e1) -+ fer,en) (e1,7)
G(er,...,en,x) =
1 (en,€1) -+ (en,en) (en,x)

(zyer) - (xien) x|
(er,e1) -+ (e1,en) (e1,9)

T ffemer) o femen)  lem)
(yoer) - (yren) Nyl + |2l
<61>€1> <€1,€n> <617y> <61>€1> <61>en> 0

_ : : S :
(en,e1) - (ens€n) (€n,¥) (en,e1) -+ (en,en) 0
(yoer) -+ (y,en) |yl (yer) -+ (y,en)  2)?

Gler, .- en,y) + ||2[PGet, .. en)
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par linéarité du déterminant selon la derniére colonne. Or, y € F = Vect(ey,...,e,). Alnsi, G(ey,...,e,,y) = 0.
Ainsi :

G(@l, . '7en7x)

dla, F)* = |Jl]? = T,

On est prét & démontrer le théoréme de Miintz.

Démonstration. Etape 1 : Utilisation du théoréme de Weierstrass pour simplifier le probléme
Par le théoréme de Weierstrass, on a que R[X] est dense dans (4°([0,1],R), || - ||« ), donc dans (4°([0,1],R), || - [|2)
étant donné que :

Ve €°([0,1,R), [Ifll2 < IIflloo-

Par linéarité, donc, dire que V' est dense dans (4°([0,1],R), || - [|2) (vesp. dans (€°([0,1],R), | - [|o)) revient donc
a dire que pour tout k € N, le mondéme z* appartient & V. C’est ce que I’on va chercher & caractériser dans la suite
de la preuve. Posons, pour N € N, le sous-espace de dimension finie Vy := Vect ({x®",n € [0, N]}). Dire que V est
dense dans (¢°([0,1],R), || - ||2) revient donc & dire que :

VkeN, d(z"Vy) ——0.

N—+o00

On va donc utiliser les déterminants de Gram pour calculer cette distance.

Etape 2 : Utilisation des déterminants de Gram pour calculer la distance d’un monéme a Vy.

Etant donné que la suite (., )nen est strictement croissante, la famille (22, ..., %~) est une base de Viy et on peut

donc utiliser la proposition 3.30. Calculons donc les matrices de Gram intervenant dans le calcul :

<xa07xa0> <l‘o¢07xa1\/> <m“0,xk>
Gram (mo‘“, . ,x”‘",wk) =
k
<xa1\r7xao> - <:L-04N7:I/-0¢N> <:L-04N,x >
<xk’xao> <xk-7maN> <xk,wk>
D S 1 1
ap+ap+1 aptan+1 ao+k+1
o 1 . 1 1
any+ap+1 any+an+1  an+k+1
1 1 1
oo+l 7 ktan+l k+k+1
Le déterminant de cette matrice est donc un déterminant de Cauchy associé aux familles (ayg,...,an, k) et (g +
1,...,an +1,k+1). Ainsi :
N
2 2
IT (ai=a)® xJJ(ai = k)
k 0<i<j<N i=0
G(xo‘o,...,x“N,x): ~ .
IT (it +1) x[Jlai+k+1)%x (2k+1)
0<i,j<N i=0
Explicitons les termes, parce que ¢a peut ne pas étre clair. Si on note (ai,...,an42) := (ag,...,an,k) et

(b1y...,bny2) =(ap+1,...,any +1,k+ 1), alors on a :

I[I (-a)*= I (ai—a):—0)

0<i<j<N 1< <SN+1
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et :

N N+1
H(O‘l —k)? = H (a; — ans2)(bi — byi2),
=0 i=1
ce qui donne bien :
N
IT (i—a)*x]Jai=k?>= ] (ai—a;)(:—0b)
0<i<j<N i=0 1<i<j<N+2

qui est bien le numérateur du déterminant de Cauchy. Maintenant, pour le dénominateur, on a :

H (Oéi+Oéj+].): H (a2+b])

0<i,j <N 1<, <N+1
Egalement :
N N+2 N+2
H(O{i—Fk—Fl)Q = H(ai+bN+2) X H((ZN+2+bj),
i=0 i=1 j=1
et enfin :

2k+1=ant2+ bnya,

ce qui donne bien :

N
[T (t+a+D)x]Jai+k+1?x@k+1)=J[ (ai+by),
0<4,j<N i=0 1<6,j<N+2

qui est le dénominateur du déterminant de Cauchy. De méme, on a :

H (a; — Oéj)2

G (2 %) 0<i<j<N
II (i+e;+1)
0<i,j <N
Ainsi : N
G (zo, ... zoN zk) 1 a; — k
An(k) :==d (zF,Vy) = s o ’ )
= a (et v =[S ) L ek

A partir de 13, raisonnons par double implication :
= : Supposons V' dense dans (4°([0,1],R), || - [|2). On a alors :

Wk €N ﬁ ok 0
’ Staitk+ 1 Notoo

Si la suite () est majorée, alors la série ai diverge grossiérement. Dans le cas contraire, si pour tout k € N,
il existe oy, tel que oy, = k, alors la série > ai est minorée par la série harmonique, qui diverge. Il ne reste plus
qu’a considérer un entier k£ € N tel que a,, # k pour tout n € N. Etant donné que la suite (a,,) diverge, il existe

Ny € N tel que a,, > k pour tout n > Ny. On a alors :

— 2 1
Vn > No, u,:=In (704” i >:ln (1 k+
a, +k+1

2k + 1 2k +1
- : (1)

_an+k+1>n—:&-oo_an+k+l n—;\—;-oo o,
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N
i — k
Or, la limite H aiajr P R——— 0 indique que Z Uy, = —00. En effet, on a :
=0 n>=No
N No—1 N
oy — k a; — k
—_— = — X — 0.
Hai+/€+1 1L o, +k+1 eXp(Zun> N—+o0
i=0 i=0 n=Np
£0

Ainsi, par équivalence de suites a termes négatifs, on a que la série ) 22—11 diverge, donc > i diverge également.
< : Supposons que la série > ai diverge et montrons que Ay (k) o 0 pour tout k € N. Si k € {a,,n € N},
" —+o0

c’est clair : la suite est stationnaire & 0 & partir d’'un certain rang. Prenons alors k différent des ay,. Si (o) est

majorée, elle converge vers une limite £, qui est son sup. Dans ce cas, la suite :

o (s2a)
" Nap k41 0y

est de signe constant a partir d’un certain rang (ou bien négatif si k > ¢ ou bien positif si k < £). Le cas k < £ se

traite comme plus haut : la suite (u,) est bien définie et converge vers une limite non-nulle strictement négative.

Ainsi, la série Y u,, diverge grossiérement vers —oo et donc Ay (k) ﬁ 0. Si k > ¢, la suite (v,) est toujours
—-+0o0

strictement négative. On a alors :

k—a 20, + 1 20+ 1
In(fo) = (L0 ) 2 (12 2L n(1- 2 ) R U ool
o) =i\ g ) = - o) o U 1) € {=oc}

Ainsi, la série ) In(|v,|) diverge grossiérement et donc, par le méme argument que précédemment, Ay (k) o 0.
—+o0
Si maintenant P +00, les calculs effectués a partir de (1) restent valide et I’équivalent montre que > u,,
n—1+00

diverge vers —oo étant donné que Y ai diverge, et donc Ay (k) ﬁ 0. On a donc, d’aprés I'étape 1, que
n —+00

V =%°([0,1],R) (en tous cas, pour la norme | - [|2)!

Etape 3 : Approximation uniforme sous les conditions de I’énoncé

Supposons donc (a,) tel que ag = 1, (ay,) strictement croissante tendant vers une limite ¢ € (1, +00].
= : Si V est dense dans (4°([0,1],R), || - [|o). alors V est dense dans (4°([0,1],R), | - ||2) et donc, d’apres ce qui
précede, > o% diverge.

< : Réciproquement, si > =— diverge, alors, quitte & extraire la suite («,), qui tend vers une limite strictement plus

1
Qn
grande que 1, on peut supposer a; > 1. Rappelons qu’en vertu du théoréme de Weierstrass, il suffit de montrer que

2® € V pour tout k € N. Fixons donc k € N. Puisque ag = 0, on a déja que 1 € V. On peut donc supposer k € N*.

1
Qp—1

Etant donné que (a,) converge vers £ € (1, +oc] et que ai diverge, on a que > diverge aussi (elle diverge

1 T~ L ¢t on conclut par sommation
=L nostoo Un

des équivalents). Ainsi, d’aprés le cas précédent d’approximation en norme euclidienne, pour tout € > 0, il existe
ge € Vect ((x“’fl)n>1> tel que :

grossiérement si £ est finie et diverge également si £ = 400 car alors

ot o

< €.
2

Soit alors h. la primitive de g. telle que ho(0) = 0. On a alors, par intégration, que he € V. On a alors :

<e.

g ﬁ</ (ka1 _ge(x)ff < ot = e,

vz € [0,1], ‘xk - hg(x)‘ _
0

/0 " (ke gu(2)) de

On a alors que ka - hEH < ¢ et donc on a bien montré que V = €°([0, 1], R), ce qui conclut la preuve! O

Remarque 3.8.2 (L’idée pour passer au cas uniforme). La difficulté pour passer de l'approzimation en norme

euclidienne & lapproximation en norme uniforme résidait dans le contréle de la norme || - || par la norme eucli-
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dienne, ce qui ne peut se faire qu’en imposant une régularité au moins €, d’ou l'idée de regarder la famille (ma"_l)

pour pouvoir ensuite intégrer !

Remarque 3.8.3. J’ai énormément détaillé ce développement car on peut vite se perdre dans les calculs et le
Gourdon ne détaille pas tant que ¢a! Evidemment, il faut passer vite et éclipser les détails, mais si vous n’étes pas

solides sur vos appuis, ¢a peut faire mal a larrivée !
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